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Abstract: In this work the use of extended Kalrnan filter is
considered to treat tomographic projccrions, gouen for the
mini-tornographic for Soi! science developed by
EMBRAPA lnstrurncntação Agropecuária, disturbed for a
time and space variant noise, to get an improverncnt in the
relaiion SignalINoise. The results validation was madc using
the best ISNR's variancc (irnprovement in signal-noisc
ratio) as well as lhe details loss of produced irnages, which
had been gencrated with the use of the filtered
retroprojection algorithm. Is presenled a Kalrnan Filter
modilication to trcat the projections' Poisson noise. To a
bcst ISNR, lhe Anscombc Transform had been use in sct
with lhe filtcr while a besllSNR's variance explores a bctter
filter's stability.
Kcywords: Kalrnan Iiher, Geophysical tomography,
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L TOMOGRAFIA DE SOLOS
O uso da tomografia cornputadorizada (TC) para a
investigação de propriedades físicas do solo, em nível de
grãos e poros, é de fundamental importância para o estudo
do transporte da água e dos solutos nesse meio,
particularmente na região não-saturada, bem como para
investigações das intcraçõcs entre as raizes e o solo. Aliada
às outras técnicas convencionais, como sonda de nêutrons,
gravirnetria, transmissão direta de raios X ou y, traçadorcs,
microscopia óptica, microscopia de varredura de elétrons,
intrusão de mercúrio e outras similares, há uma grande
contribuição para resolver os diversos problemas da área de
solos com resultados obtidos numa escala da ordem de
milímetros. enquanto muitas respostas são esperadas em
nível de partículas, macroporos e microporos [I].
Largamente utilizada nas áreas médicas, o uso da TC em
ciência do solo foi introduzido por Petrovic [2], Hainswoth e
Aylmores [3] e por Crestana [4]. Petrovic demonstrou a
possibilidade de usar um tomógrafo cornputadorizado de
raios X para medir a densidade de volumes de solos,
enquanto Crestana demonstrou que a TC pode solucionar
problemas ligados aos estudos da física da água no solo. A
partir desses estudos, originou-se um projeto que envolveu o
desenvolvimento de um tornógrafo a ciência do solo. (5][6].
O uso do computador na tornografia é essencial para a
reconstrução da imagem a parti r de projeções. Em 1917, o
matemático austríaco Radon foi o primeiro a apresentar uma
solução matemática das equações de reconstrução de corpos
a partir de projeções determinando a função distribuição de
densidade da região estudada através de suas projeções, no
campo da gravitação [7]. Bracewell utilizou a reconstrução
tomográfica para construir o mapa das regiões solares
emissoras de microondas, pois as antenas de microondas
existentes não permitiam focalizar um ponto, apenas
pequenas faixas da superfície solar. O embrião da
tomografia reconstrutiva de raios X pode ser encontrado nos
trabalhos de Takahashi [8], onde planos indesejáveis foram
eliminados, colocando a fonte de raios X e o filme em um
mesmo plano. Oldendorf, em 1961, desenvolveu um aparato
rústico para obter imagens através da transmissão de raios y.
Em 1963, Cormack [9] desenvolveu a técnica matemática
para reconstruir imagens utilizando o método da
retroprojcção. Em 1956, Corrnack, professor de Física da
University 01' Cape Town, foi solicitado para supervisionar o
uso de isótopos radioativos no Groote Schuur Hospital
devido à demissão do físico do hospital. Durante algumas
semanas Cormack trabalhou com os isótopos radioativos e
acompanhou tratamentos de radioterapia. Com base em
experimentos e observações formulou uma matriz de
coeficientes para cortes seccionais que poderia ser obtida
pela medida da transmissão de raios X em vários ângulos
através de um corpo com a obtenção de imagens de sccçõcs
transversais, o que foi decisivo para a reconstrução das
seções a partir de um número finito de projeções estudadas.
Em aplicações médicas, o primeiro tomógrafo
computadorizado de raios X de caráter comercial foi
apresentado em 1973 pela EM I Ltda., [10] causando um
grande impacto para diagnóstico radiológico.
A tornografia cornputadorizada de raios X e y na escala
milimétrica utilizada no domínio da ciência do solo roi
introduzida pelo CNPDIA [11][12], permitindo ver secções
transversais do interior de amostras sem que seja necessário
cortá-Ias ou fazer qualquer outro tipo de invasão, utilizando
o princípio da atenuação da radiação nos meios materiais.
Vários trabalhos foram desenvolvidos para o aprimoramento
da visualização das imagens adquiridas, e o algoriuno de
reconstrução, bem como do hardware desenvolvido [13][ 14]
[ 15][16].
A ação de iluminar um objeto em várias direções
proporcionais, após armazenagem, um conjunto de valores
que representam amostras de Ulll conjunto de projeções.
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Cada dado armazenado é na realidade uma média de alguns
parâmetros inerentes do caminho de propagação do raio de
iluminação.
/\s projeções podem ser provenientes de diversas fontes
como, por exemplo, dos tradicionais raios X, dos raios y, da
ressonância magnética ou do ultra-sorn. Com base na
intensidade emitida pela fonte de raios X e na intensidade
captada por um detector na outra extremidade da reta de
propagação. pode-se determinar o peso da atenuação devido
ao objeto que se faz presenlc entre fonte e o detector. Este
peso da atenuação é um dado crucial para o processo de
reconstrução, o qual possibilita deter um mapa de
coeficientes de atenuação linear da secção transversal do
objeto.
Esse mapa de coeficientes é representado através de
pixels cujos valores são dados pelos chamados números CT
(decorrente de Cornputerized Tomography). Esses números
são normalizados em função do coeficiente de atenuação da
água. Em outras palavras definem-se os números CT por:
N' CT P- P",o 1000umero = - x
I-L",o
onde é o coeficiente de atenuação do corpo analisado. Com
esse número é possível a obtenção de um mapa de
coeficientes de atenuação, o que permite uma análise mais
detalhada do corpo em estudo. Em medicina convencionou-
se que para a água o número CT igual a O (zero).
O raio parte de uma fonte e é detectado por um
emissor. A função de iruegração do objeto ao longo do raio
é uma integral de linha. Cada integral de linha dos raios
paralelos forma uma projeção paralela, a qual pode ser
tratada com base na teoria de sinais. Um sinal pode, assim,
ser considerado como uma função unidimensional, onde x
corresponde às distâncias relativas ao tempo e sua amplitude
indica a intensidade no ponto. Então, deve assumir um valor
no intervalo. Sinais reais são contínuos e podem possuir
intensidade também em uma escala contínua. Mas, para
haver a possibilidade de análise e tratamento desses sinais, é
necessário discretizá-los espacialmente e em intensidade. A
este processo chama-se digitalização, tendo como
conseqüência um sinal digital. Conceitos como sinal digital,
amostragem e veto r de sinal podem ser encontrados em
literatura especializadas [17][ 18].
2. DEGRADAÇÃO DO Sl AL
O filtro passa-baixa é uma solução para resolver o
problema de sinal ou ruído, mas há perda de informações
cruciais. Sistemas com di lercntes fontes de ruído não
apresentam uma solução aplausível com o uso desse filtro.
Há, portanto, necessidade do uso de filtros mais complexos.
Para feixes de raios-X na TC, três principais processos de
intcração da radiação com a amostra influenciam na
atenuação do feixe. São eles os efeitos fotoelétricos, efeito
Compton e efeito de produção de pares. Além das questões
relacionadas aos efeitos mencionados que são decorrentes da
faixa de energia utilizada na fonte, questões que influenciam
a medida tomográfica computadorizada. Dentre elas
encontram-se a estatística da contagem de fótons. A
probabilidade de dctccção de fótons em um Intervalo de
tempo de exposição t pode ser estimada pela função
distribuição de probabilidade de Poisson [19],
Ps(rp t) = (r/J)"
) r/J!e"
(2)
onde r/J é o número de fótons e r/J é a medida de
fotoelétrons emitidos no intervalo de tempo l. conforme a
expressão abaixo:
r/J=çMI (3)
onde M é a razão média dc fótons (fótons/segundo) e ç é a
eficiência quântica da fotomultiplicadora. A incerteza Oll
ruído é dado pelo desvio padrão
(J = JçMt = J?y (4)





Desta relação é avaliado que para um número pequeno
de fótons o ruído pode ser considerável, porém com o
aumento de o ruído pode vir a ser desprezível. A emissão de
elétrons iermiônicos no foto cárodo da rnultiplicadora causa
um aumento nesse ruído. Considerando que o foto-cátodo
emite elétrons aleatoriamente em razão da corrente de
(5)
cá todo incrementado de
Jr-(ç-M-+-M-d-)t (6)





Na visualização de uma imagem iomográfica há
presença de granulosidadc, que é significantc para
visualização de objetos de baixo contraste. O termo ruído
em imagens tornográficas refere-se à variação dos
coeficientes de atenuação sobre o valor médio quando uma
imagem é obtida de um objeto uniforme [20]. O ruído na
imagem pode ser baseado no cálculo do desvio padrão e
também no espectro de potência do ruído de Wiener, no qual
é visualizado como uma função da freqüência espacial,
pcnnitindo observar a intensidade e o tipo de ruído
envolvendo o sistema, influenciando a imagem obtida.
O ruído presente nas imagens TC inclui erros de
arredondarnento no programa de reconstrução (ruído do
algoritrno), ruído eletrônico e ruído contribuído pelo sistema
de visualização. /\ principal fonte de ruído em imagens TC é
a variação quântica (quantus mottlei, definida como a
variação estatística espacial e temporal no número de fótons
de raios-X absorvidos no detector. O ruído do algoritmo
depende do tamanho do pixel do dispositivo de visualizacão
e também influencia o ruído da imagem, assim, maiores
pixels levam a uma redução do ruído na imagem, porém
com perda na resolução. Algoritmos de reconstrução
normalmente utilizam filtros de suavização que minirnizam
o efeito visual do ruído, acompanhado de alguma perda na
resolução espacial. O ruído eletrônico pode ter origem em
dispositivos eletrônicos não ideais, tais como rcsistores e
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capacitores não puros, terminais de contatos não ideais,
corrente de fuga de transistores, efeito Joule, podendo ser
também independente do sinal, como interferência externa
(elétrica ou até mesmo mecânica) [21). Na Figura I é




Figura 1 - Relação do ruído Poisson COIl1 a contagem de túrons. Quanto
maior o 1I11mCrO de rÓIOIIS, maior a retaçãu sinal/ruído. Na última
p rojeçâu, uma projeção livre de ruído
Além dos ruídos, as imagens de TC estão sujeitas a
diversos artefatos e disiorçõcs como fontes policromáticas
(ou monocromáticas não-ideais), conhecidos pelos efeitos
conhecido como endurecimento do feixe, aliasing, diferentes
materiais em um mesmo voxel (volume parcial),
deslocamento da amostra ou do equipamento [22][23][24].
3. O FILTRO DE KALMJ\N DISCRETO
O processo a ser estimado resolve o problema geral de
estimar um estado x E 9\ 1/ de um processo controlado em
um tempo discreto que é gerado por uma equaçào linear de
diferenças cstocástica, ou seja:
com uma medição Z E 91'" que é
r
ZI j r XI j r VI 1: =C : + :
Zk Xk_1 Vk
As variáveis aleatórias lVk e vk representam o ruído do
processo e da medida (respectivamente). Elas assumem ser
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Na prática, as matrizes da covariância do ruído do
processo Q e da covariância do ruído da medição R, podem
mudar com cada passo de tempo ou medida, contudo aqui
nos assumimos que elas sào constantes.
A matriz A,,, n na equação diferencial (8) relata o
estado do tempo anterior do passo (k-I) para o estado atual
do passo (k), na ausência de qualquer função direcionada ou
ruído do processo. De acordo com [25]. na prática A pode
mudar a cada estado, mas é assumido que A é constante. A
matriz Bn x I relata a entrada opcional do controle
U E 91' para o estado x. A matriz Cmxn é a equação de
medição (9) que relata o estado para a medida Zk' Na
prática, Cm, n pode mudar, mas também é assumido como
uma constante.
O objeto de interesse deste trabalho é entender o uso do
filtro de Kalman e o uso do algoritrno para separar um ruído
de um sinal. mais adiante. Será utilizada uma visão de alto
nível e depois será cspccificada cada equação do algoriuno.
O Filtro de Kalman estima um processo utilizando a
forma de realimentação (feedback). O filtro estima o estado
do processo em algum tempo e então obtém realimentação
na forma de medidas (ruidosas). Assim, as equações podem
ser divididas em dois momentos: As equações para a
atualização do tempo e as equações para a atualização das
medidas.
As equações para a atual ização do tempo são
responsáveis para a projeção à frente (no tempo) elas
estimativas do estado atual e da covariância de erros para
obter as estimativas a priori para o passo elo próximo tempo,
As equações para a atualização das medidas são
responsáveis para a realimentação por exemplo,
incorporação de uma nova medida na estimariv a a priori
para obter uma estimativa a postcriori, As equações para
atualização do tempo podem ser também pensadas como
equações prcdiioras, enquanto as equações para atualização
das medidas podem ser tratadas como equações corretoras.
Com isso, a estimação final do algoritmo junta o que é ele
um algoritmo prcditor-corretor para resolver problemas
numéricos como mostra a Figura 2.
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Atualização do tempo (previsão)
(I) Proieta o estado a trente
xi: = Ax'_l + Eu"
(2) Proieta a covanência de erro à frente
Fl- = All_lA' +Q'------0-=-/ -----' ~~:J
Estimativas iniciais para
~·(k.l e «,
Atualização das medidas (correção
(1) Computa o ganho de Kalrnan
r' = r-v- F{T(r-rv F{T+ R)-[-"k 1-"•. -- ---.l 1. -<
(1) Atualiza a esnrnanva
x" = x~+ K" (z, - Hxi:)
(3) .A.tuaJlza a covanéncia de erro
Pio= (1- K"H)P;
Sinal Estimado x I
figura 2 - Algoritmo para o filtro de Kalman
4_ TRANSFORi\IADA DE ANSCOMI3E
Equações de atualização do tempo (prcditor)
l~-j l~-j r jX2 X[ U[: = A : +B :Xk Xk_1 Uk
lP,LlP'l, +Q~ J Pk-1 J
Nota-se que estas equações projetam as estimativas do
tempo e da covariância através do tempo no passo k-I
para o passo k.
Equações de atualização das medidas (corretor)
A primeira tarefa durante a atualização da medida é
computar o ganho de Kalman, Kk' O próximo passo é
atualizar para medir o processo para obter Zk' e então gerar
um estado estimado a posicriori por incorporação à medida
na equação do meio. O passo final é obter uma estimada
covariância de erro via a última equação.
( 12)
A Transformada de Anscornbe consiste em uma
transformação não linear do ruído Poisson, que é dependente
do sinal, em um ruído independente do sinal, com
(aproximadamente) média nula e variância unitária [26]
seguindo uma distribuição gaussiana [27].
A Transformada de Anscornbe, TA, de uma variável
aleatória x com distribuição de Poisson dada por:
Z = 2)X+~ (17)
E ainda pode ser representada por




onde n representa um ruído aproximadamente independente
de s, descrito por uma distribuição gaussiana 11 ~ N (O,I).
Assim sendo, é possível demonstrar que a média de x é
aprox imadamente
( 15)
E[z] = 2)E[X"] +i
e sua variância é dada por, ,
(J"; = (J": + 1 (20)
( 19)
( 16)
Utilizando-se técnicas de filtragem, podemos estabelecer
a redução do ruído, agora aditivo e independente do sinal,
sobre a nova variável no domínio de Anscombc [28].
Podendo usar uma abordagem para definir o valor do
sinal, como a da eq. 20, mas essa abordagem não é muito
confiávcl devido à possibilidade de se obter valores
negativos para a variância.
Após a redução do ruído deve-se fazer uma transformada
inversa de Anscornbe (T1A), para obter, desse modo uma
estimativa do sinal com o ruído Poisson reduzido. Essa
transformada pode ser obtida por:
b=J.S2_J. .4 8 (21 )
Essa abordagem é pontual, não tendo correlação com
pix els e voxels.
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5. MODELANDO O SISTEMA
Para a modelagem do sistema pode-se assumir que XI ..k
é cada projeção obtida pelo tornógrafo. Assim, uk, a
entrada de controle, é a diferença nào ruidosa entre os
estados xk e Xk_1 .
Como o valor da entrada de controle U k é desconhecido,
utilizamos o algoritmo dc suavização Rauch-Tung-Striebek
(RTS-Smoothcr) [29], que trabalha em conjunto com o filtro
de Kalman, onde eliminamos a entrada do controle e






Figura 3 - Comparação entre o filtro com entrada conhecida c o filtro
suavizado pelo algnr-irmo de RTS
Cada estado xk é um vetor definido pelo número de
scnsores com valores que variam de acordo com a posição
do feixe no tornógrafo. dado um tempo k. Cada sensor é
perturbado por um ruído gaussiano branco IV com uma
covariància Q e média zero, variante no tempo e
independente para cada sensor e com um erro de contagem
de fótons definido pela distribuição de Poisson. Os sensores
também sofrem ação por um ruído gaussiano branco (devido
ao ruído Johnson) 11 com covariância R e média zero, devido
ao aquecimento do equipamento, também variante no
tempo, mas igual para todos os scnsores. Definido o modelo
do sistema, é preciso, também, definir as variâncias dos
ruídos que afetam o sistema, principalmente as variâncias Q
e R. A obtenção de projeções iornográficas pode ser definida
pelo seguinte modelo dinâmico:
xk = /(Xk_pUk, vk) (22)
onde U k é a entrada exógena ou de controle, sendo a
diferença entre uma projeção e outra, vk é um ruído
gaussiano onde v -N(O,Q), xk_lum estado medido, livre de
ruído, e I é uma função que aplica o ruído Poisson, que é
uma característica do sistema. A variável Yk é o estado
observado perturbado por um ruído de n - (O,R). A Figura
4 representa o diagrama no qual o sinal adquire os ruídos.
Sinal
Ruidoso
Figura ~ - ES(jlICm3 representando o siStCII1:1 no qual o sinal
tomográflco é dcgr~ldado por ruídos de difurun res fun tcs
Como a equação de processo atribui um ruído Poisson
no sistema, podemos utilizar a transformada de Anscombe
para transforrná-lo em um ruído gaussiano de média O e
variância I. Assim temos o filtro de Kalman combinado
com a filtragem do ruído Poisson para tratamento das
projeções tomográficas. O sistema da filtragcm pode ser












_ I' ')..J ':1
~t1 ==-1 -E.» 'II~~'
Suavtzador Tr.-.n·;f;)rnad'l
RTS Invers a ele
Ar.scombc
Figura 5 - Esquema reprcscnmudo n fillragclll co mhinad a co m a
truusforruadn de Ansco mhe e Kalma n
6. RESULTADOS
(23)
A pesquisa em desenvolvimento busca estabelecer um
método de filtragem de projeções tomográficas que
proporcione condição adequada da relação sinal-ruído,
frente a problemas da ciência do solo, que são variantes no
tempo. Até o presente, o desenvolvimento busca em sua
concepção analisar um conjunto de técnicas de líltragem
dentre as quais filtragem padrão (média e mediana) c
filtragem com Kalrnan (discreto) e Anscornbe combinado
com filtro de Kalrnan. Para teste do desempenho do filtro,
um phantom com alta contagem de fótons usada para a
calibraçâo do equipamento foi utilizada O corpo no qual foi
obtido o phantom possui quatro materiais diferentes
envolvidos por Nylon, levando a ter cinco atenuações
lineares do sinal do conjunto de projeções do phantom
(Figura 6). Para a simulação do ruído, foram adicionados um
ruído branco, com variância dez, e um ruído Poisson. Como
as influências dos ruídos estão diretamente ligadas à
contagem de fótons, obtiveram-se então dois phantoms, com
baixas e altas contagens de Iótons (Figuras 7 e 8), Esses
ruídos foram acrescentados com base no modelo Estado-
Espacial das equações (22) e (23). Ta baixa contagem, a
perda dos detalhes da atenuação linear dos materiais pode
ser mais bem vista na imagem reconstruída. Na alta
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contagem, os materiais dos phantoms são melhores
definidos, mas ainda de forma precária.
Figura 6 - Pha ntnm hClcrogêllco considerado livre de ruídos, usado na
cultbrnçüu do minltomógruto. Em (:1), um conjunto de projeções
rcp rcscnradas por um sinal, (h) matriz de projeções representada COIIIO
um conju nto de sinais c (c) imagem das projeções rcconsrruldns pelo
ulgorluno de retroprojcção filtrada
Frgu ra 7 - Phnnt o m heterogêneo com baixa coutugem de fótons com




Figura 8 - Pha nrum hctcrugêncu com alta cOlltagem de tútons com
ruídos Puisson c hruuco
Para a filtragcrn do ruído utilizamos o algoritmo de
Kalman discreto, onde a natureza adaptativa permitiu a
filtragcrn tanto do ruído branco como ruído Poisson, mesmo
que o filtro tenha não tenha lima dinâmica para tratar
problemas não lineares. A Figura 9 mostra os resultados
obtidos com o filtro de Kalman discreto para baixas
contagens enquanto a Figura 10 mostra os resultados obtidos
com esse filtro para alias contagens,
Figura 9 - Phnn tom heterogêneo COIl1 baixa co ruugcm de fútun s filt ru du





Figura 10 - Ph a ntum heterogêneo com alta contagcm dr Iútons f'lhrudu
pelo algorillllo de Kahuan
Utilizando a transformada de Anscornbc, obtemos uma
maior estabilidade do filtro. tratando o ruído do sistema
como ruído branco, dado que o sistema de filtragcm COI11
Kalman discreto é exclusivamente linear. Os resultados
dessa filtragern podem ser vistos nas Figuras 11 e 12.
,.
I
Figura I I - Phu ntn m heterogêneo cum ljni xa contagem de tútun s
filtradu pelos nlgo rit mos de Kalmn n e Anscombe
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Ftgurn 12 - Phu nto m heterogêneo com alta contagem de fórous filtrado
pelos algoritll1os de Kuhunn c Anscombc
/\ TABELA I mostra os valores das variâncias do IS R
das projeções de cada imagem obtidos pela filtragem rei ta
pelos filtros de Kalrnan e Kalman combinado com a
transformada de Anscombe calculada em relação ao maior
valor de rSNR. Esse critério pode ser utilizado para
comprovar a estabilidade do filtro e qualidade das imagens.
O ruído roi gerado com uma variância de valor I para a
amostragem e uma variância de valor 15 para simular o
ruído gerado devido à rotação da mesa e do aquecimento do
equipamento. Os resultados foram os melhores numa taxa de
cinco arnostragens de cada resultado, dado que o ruído é
variante no tempo.
TABELA I
VARIANCIA oos ISNRs OUTIOOS
Vari~nl:i;l du Is;\'n












O filtro de Kalrnan Discreto provoca uma perda de
detalhes em um sinal devido à suavização. Em sistemas
lineares, essa perda é mínima. O ruído Poisson tem natureza
multiplicativa, com uma distribuição nào gaussiana. O filtro
por si nào possui poder suficiente para realizar uma
fihragem com ruídos dessa natureza.
O Filtro de Kalman Discreto é desenvolvido para estimar
estados originais de sistemas lineares, que foram
corrompidos por ruídos gaussianos brancos. A presença de
um ruído Poisson está à frente da capacidade do filtro de
estimar o sinal. Portanto, a utilização do filtro de Kalman
conjuntamente com a transfonnada de Anscombc mostrou
ser uma ferramenta viável para a filtragern para a filtragcm
de projeções tornográficas.
7, CONCLUSÕES
Neste artigo são comparados dois estilos de filtragem
baseado no filtro de Kalman. O filtro de Kalman, em geral, é
uma solução ótima para problemas linearmente modelávcis.
Como ele tende a linearizar um sistema nào linear, a solução
varia de acordo com O modelo. o caso das projeções
utilizadas com baixas contagens de fótons onde o ruído
branco é mais influente do que o ruído Poisson, os dois
filtros apresentam o mesmo desempenho o que ocorre de
maneira diferenciada em altas contagens, onde o ruído
Poisson tem uma influencia maior do que o ruído branco,
ocasionando um melhor desempenho com a transformada de
Anscombe. O Filtro de Kalman discreto possui uma
simplicidade que permite uma implemcntacão em um
equipamento com pouca capacidade de processarncnio ou
implcmcntá-Io em forma de circuitos eletrônicos. A
extensão proposta no artigo mantém a simplicidade do filtro.
Os resultados apresentados podem ainda serem melhores
quando utilizado outras extensões do filtro, mas com o
aumento da complexidade do algoriuno.
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